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1 Diskrete Zufallsvariablen

1.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Die Wahrscheinlichkeitstheorie liefert theoretische Grundlagen fiir die Statistik. Wir beginnen unsere
Betrachtungen dieses Bereiches mit der Beschreibung von Experimenten, deren Ausgang wir als zufallig
ansehen. Die grundlegende Idee ist, ein geeignetes Modell fiir ein solches Experiment zu finden.

Definition 1.1 Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment, dessen Ausgang nicht deterministisch ist
und das daher bei wiederholter Durchfiihrung verschiedene Ergebnisse liefern kann. Die Menge aller
moglichen Ergebnisse bezeichnet man mit . Q) heift Ergebnismenge oder Ergebnisraum. Seine
Elemente w € Q) heiBen Elementarereignisse, wihrend die Teilmengen A C () Ereignisse genannt
werden. Die Gesamtheit aller Teilmengen von Q2 nennt man Potenzmenge; im Folgenden bezeichnen
wir diese mit P(S2).

Bemerkung 1.2 Betrachtet man zwei Ereignisse A und B des Ergebnisraumes, so werden folgende

neue Ereignisse entsprechend mengentheoretisch dargestellt und bezeichnet:

o A oder B treten ein: AU B

o

A und B treten gleichzeitig ein: AN B

A tritt nicht ein: A=Q\ A

o

o A tritt ein, aber nicht B: A\ B

Q und die leere Menge () werden auch als Ereignisse betrachtet. Sie heien dann:
o : das sichere Ereignis
o (): das unmégliche Ereignis

Zwei Ereignisse A und B schlieRen sich gegenseitig aus, wenn AN B = (), d.h. wenn sie disjunkt
sind. Betrachtet man mehr als zwei Ereignisse A1, ..., Ay, so schlieBen sich die Ereignisse paarweise

aus, wenn sie paarweise disjunkt sind, also A; N A; = () fiir i # j.

Definition 1.3 Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Dreitupel (2, A, P) bestehend aus
(a) einem (nicht-leeren) Ergebnisraum
(b) der Familie A aller méglichen Ereignisse und

(c) einem Wahrscheinlichkeitsmal® P, d.h. einer Abbildung P : A — [0, 1] mit

P(Q) =1 und
P (L—I_—J Ai> = Z P(A;) fiir (4;)ien C A paarweise disjunkt
i=1 i=1

Die Eigenschaften des WahrscheinlichkeitsmaBes sind bekannt als Kolmogorow-Axiome und
bilden seit ihrer Veréffentlichung 1933 den theoretischen Grundstein der Wahrscheinlichkeits-
theorie.
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Bemerkungen 1.4  (a) Ist Q) endlich oder abzidhlbar unendlich, so ist die Familie aller Teilmengen
von ) durch die Potenzmenge gegeben, somit gilt A = P(2). Den Wahrscheinlichkeitsraum
nennt man dann diskreten Wahrscheinlichkeitsraum.

(b) Ist Q iiberabzihlbar groB, so muss ein allgemeineres Mengensystem verwendet werden, die
sogenannte o-Algebra. Auch die Potenzmenge ist eine o-Algebra. Darauf gehen wir in Kapitel
3 néher ein.

Beispiel 1.5 (Einmaliger Wiirfelwurf). Das einfachste Modell fiir einen einmaligen Wurf mit einem
fairen Wiirfel ist
0=1{1,2,3,4,5,6},

A=P) ={0,{1},{2},...,{1,2},...,{1,2,3,4,5,6}}.

Da der Wiirfel als fair vorausgesetzt wird, sollten alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sein

und somit gilt
1

P({1}) = ... = P({6}) = -

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die anderen Ereignisse lassen sich dann aus 1.3(c) gewinnen. Es sei z.B.
A das Ereignis, dass die Augenzahl eine gerade Zahl ist. Dann gilt

A=1{2,4,6) = {2) w {4} w {6}

und somit

l%@=H&MMM®%D:H&D+mmn+mmpzé+é+é:§

Aus den Axiomen von Kolmogorov lassen sich weitere Rechenregeln fiir das WahrscheinlichkeitsmaR
herleiten.

Satz 1.6 (Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeitsmalle) Ist (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so
gelten fiir Ereignisse A, B € A:

(a) P(A) =1— P(A)
(b) P(0) =0

(c) P(B\ A) = P(B)— P(BN A)
Ist A C B, sogilt: P(B\ A) = P(B) — P(A)

(d) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Beweis:
zu (a): Wegen 1.3(c) gilt

1= P(Q)
= P(Ad A)
— P(A) + P(A)
= P(A)=1- P(A)

zu (b): Setzen wir in (a) A =, dann ist A = Q = () und wir erhalten sofort

P(@) =1— P(Q) =0.
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zu (c): B l3sst sich schreiben als
B=BNQ=BN(AWA)=(BNA)W(BNA).
Also ist
P(B)=P((BNA)W(BNA))=P(BNA)+PBNA).
Wegen BN A = B\ A folgt

P(B\ A)= P(BNA)=P(B)— P(AN B).
zu (d): Dafiir verwenden wir Teil (c) wie folgt:

P(AUB)=P(A4y(B\ A))
=P(A)+ P(B\ A)
= P(A)+ P(B)— P(ANB).

Beispiel 1.7 (Einmaliger Wiirfelwurf) Uns interessieren die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Er-
eignisse beim einmaligen Wiirfelwurf (vgl. Beispiel 1.5):

A1: Die geworfene Zahl ist gerade

As: Die geworfene Zahl ist ungerade

As: Die geworfene Zahl ist eine ungerade Zahl und gréBer als 1
Ay: Die geworfene Zahl ist eine gerade Zahl oder gréBer als 2

Auch wenn es in diesem Fall einfachere Méglichkeiten gibt, die Wahrscheinlichkeiten dieser vier Er-
eignisse zu berechnen, wollen wir hier die Aussagen aus Satz 1.6 verwenden.

Das erste Ereignis A, “die geworfene Zahl ist gerade” wird beschrieben durch A1 = {2,4,6}. Aus
Beispiel 1.5 wissen wir bereits, dass gilt

1
Fiir das Ereignis Ay “die geworfene Zahl ist ungerade” ist Ay = {1,3,5}. Wir stellen fest, dass gilt:
Ay = Ay. Somit kénnen wir 1.6(a) benutzen und erhalten

P(As) = P(A7) = 1— P(Ay) =1 — % _ %

Fiir das Ereignis As “die geworfene Zahl ist eine ungerade Zahl und gréBer als 1" ist A3 = {3,5}.
Zusatzlich benétigen wir noch Bs = {1}, wodurch das Ereignis “die geworfene Zahl ist gleich 1"
beschrieben wird. Dann gilt offensichtlich: A3 = Ay \ Bs. Zudem wissen wir, dass Bz C Az und
P(B3) = . Mit 1.6(c) ergibt sich:

1 1 2 1

P(As) = P(A2\ B3) = P(A2) = P(A2 N B3) = P(4g) = P(Bs) = 5 — o = = ==

Das letzte gesuchte Ereignis wird beschrieben durch Ay = {2,3,4,5,6}. Als Hilfe benutzen wir das
Ereignis B, ‘die geworfene Zahl ist gréRer als 2", d.h. By = {3,4,5,6}. Dann ist offensichtlich
Ay =A1UByund Ay N By = {4, 6} Mit 16(0’) folgt

P(A4):P(AlUB4):P(A1)+P(B4)—P<A1HB4):
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1.2 Zufallsvariablen

Oft ist man bei zufilligen Experimenten nicht ausschlieRlich an den einzelnen Ergebnissen interessiert,
sondern an GroRen, die von ihnen abhingen.

Beispiel 1.8 (Vierfacher Miinzwurf) In einem Spiel wird viermal nacheinander eine Miinze geworfen.
Als Modell haben wir somit den Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit

Q={(K,K,K,K),(Z,K K K),(K,7Z,K,K),(K,K,Z,K),(K,K,K, Z),(Z,Z, K, K),
(K,Z,2,K),(K,K,Z,2),(Z,K,Z,K),(Z,K,K,Z),(K, Z,K, Z),(K, Z, Z, Z),
(Z’ K? Z7 Z)7 (Z7 Z7K7 Z)’ (Z7 Z? Z7 K)? (Z7 Z7 Z7 Z)}

und A = P(QQ). Die Wahrscheinlichkeit fiir alle Elementarereignisse ist gleich und betragt 1—16.

Jetzt interessieren wir uns aber nicht fiir den Ausgang jedes einzelnen Wurfes, sondern betrachten,
wie viele der vier Wiirfe “Kopf” gezeigt haben. Da bei einem vierfachen Miinzwurf entweder 0,1,2,3
oder 4-mal “Kopf” vorkommen kann, setzen wir X (w) = k, falls die Wurfreihe w = (w1, wa, w3, wy)
k-mal “Kopf" enthilt. Dann ist X eine Abbildung und ist wie folgt definiert:

X:Q—{0,1,2,3,4} c Ny
Ganz allgemein definieren wir:

Definition 1.9 Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine (reellwertige) Zufallsvariable ist
eine Funktion X : Q — R, die jedem Elementarereignis w der Ergebnismenge ) eine reelle Zahl X (w)
zuordnet und bei der fiir jedes u € R

{we : X(w)<u}e A

gilt. Das bedeutet, dass die Menge aller Elementarereignisse, deren Realisierung unterhalb eines be-
stimmten Wertes liegt, wieder ein Ereignis bilden muss.

Bemerkungen 1.10 (a) Ist der Wertebereich W (X) einer Zufallsvariable X endlich oder abzahlbar
unendlich, so bezeichnen wir diese Zufallsvariable als diskret.

(b) Die Messbarkeitsbedingung in Definition 1.9 garantiert, dass man fiir jedes v € R eine Wahr-
scheinlichkeit bestimmen kann, dass X < w. Denn fiir diese Wahrscheinlichkeit, kurz P(X < u),
findet man demnach ein Ereignis A € A, so dass

P X <u)=PH{we| X(w) <u})=P(A).
Dies werden wir am folgenden Beispiel veranschaulichen:

Beispiel 1.11 (Vierfacher Miinzwurf) Wir kehren zum Beispiel 1.8 zuriick. Uber die Zufallsvariable
X hatten wir modelliert, wie oft bei einem vierfachen Miinzwurf “Kopf” auftritt.

Jetzt interessiert uns die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass héchstens zweimal “Kopf” geworfen wird.
Enstprechend miissen wir alle Wurfreihen beriicksichtigen, in denen héchstens zweimal “Kopf” auftritt.

Das interessierende Ereignis ist also

A :{(27 Z7K7K)7(K7 Z7Z7K)7(K7K7 Z7 Z)7 (Z7K7Z7K)7 <Z7K7K7 Z)? (K7 Z7K7Z)7
(K,Z,2,2),(Z,K,2,2),(Z,2,K,Z),(Z,2,2,K),(Z, 2,2, Z)}
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Da es insgesamt 2* = 16 verschiedene Waurfreihen gibt (also |Q2| = 16) und alle mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit auftreten, erhalt man fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

_u
16

Ebenso kénnen wir danach fragen, mit welcher Wahrscheinlichkeit X den Wert 2 annimmt. Offen-

P(X <2)=P{we Q| X(w) < 2}) = P(A)

sichtlich nimmt die Zufallsvariable immer den Wert 2 an, wenn zweimal "Kopf” und zweimal “Zahl”
geworfen werden. Somit ist

P(X =2) =P({w € Q| X(w) = 2})
=P{(Z,Z,K,K),(K,Z,Z,K),(K,K,Z,Z),(Z,K, Z,K),
(Z,K,K,Z),(K,Z,K,Z)})
6 3

:E = 8'
AbschlieBend kénnen wir uns auch noch fragen, wie hoch die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass X
einen Wert gréBer als 2 annimmt. Hierfiir ergibt sich

P(X>2)=PH{we Q]| X(w) >2})
=P{(K,K,K,K),(Z,K,K,K),(K,Z,K,K),(K,K,Z,K),(K,K,K,Z)})
)
=16
Da das Ereignis X > 2 das Gegenereignis zu X < 2 ist, hatte man die letzte Wahrscheinlichkeit auch
mit Hilfe von Satz 1.6(a) berechnen kénnen.

Allgemein betrachtet man fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X einen Wert aus der
Menge B C W(X) annimmt P({w € Q | X(w) € B}). Daher definieren wir:

Definition 1.12 Es sei X eine Zufallsvariable. Die Verteilung Px von X ist ein Wahrscheinlich-
keitsmall auf dem Wertebereich W (X') und wird definiert durch

Px(B) := P({w € Q| X(w) € B}) fiir B W(X).

Bemerkung 1.13 Es gibt verschiedene Méglichkeiten, Wahrscheinlichkeiten fiir Zufallsvariablen zu

notieren:
P(X =u) = Px({u}) = P{w € Q | X(w) = u})
PX<u)=Px({zreW(X)|z<u})=P{{we Q]| X(w) <u})
PX>u)=Px{zeWX)|z>u}) =P{{we | X(w) >u})

Im Folgenden verwenden wir die Kurzschreibweisen P(X < u) etc.

Bemerkung 1.14 Mit Hilfe der Bezeichnungen aus Bemerkung 1.13 kénnen wir uns die folgenden
Rechenregeln fiir eine Zufallsvariable X sowie a,b € R verdeutlichen:

(a) (Gegenereignis) Es gilt P(X > a) =1— P(X < a), denn

P(X >a)=P{we Q| X(w) >a})
=P{we 2\ {we | X(w) <a})
_P() - P({w € Q| X() < a})
=1—-P(X <a).
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(b) Esgilt Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a), denn

Pla< X <b)=P{weN]|a< X(w)<b})
PAw e Q| X(w) <b}\{we Q| X(w) <a})
(
(

P({w e Q| X(w) < b)) - P({w € 9 | X() < a})
P(X <b)—P(X <a).

Fiir viele Fragestellungen ist es giinstig neben der Verteilung auch die sogenannte Verteilungsfunktion
einer Zufallsvariablen zu betrachten, die P(X < u) als eine Funktion von u € R betrachtet.

Definition 1.15 Essei X eine Zufallsvariable auf Q2. Die Verteilungsfunktion F'x von X ist definiert
als
Fx :R—0,1], Fx(u) := P(X <wu).

Satz 1.16 Die Verteilungsfunktion Fx einer Zufallsvariablen X geniigt den folgenden Eigenschaften:
(a) Fx ist rechtsseitig stetig
(b) Fx ist monoton wachsend
(c) Fx €[0,1] fiir alle uw € R

Bemerkung 1.17 Die Beziehung aus Bemerkung 1.14(b) kann fiir a,b € R mit a < b auch geschrie-
ben werden als P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

Wir kehren zum vierfachen Miinzwurf aus Beispiel 1.8 zuriick und werden dafiir die Verteilungsfunktion
bestimmen:

Beispiel 1.18 Zunichst bestimmen wir die Verteilung von X . Diese sieht wie folgt aus:
ke Joj1]2]3]4

T | 4| 6 1

PX=k) |1 || 1| 5|1

Die Werte der Verteilungsfunktion F'x (u) erhalten wir durch Aufsummieren der Einzelwahrscheinlich-

N R

keiten. Eine graphische Veranschaulichung dieser Verteilungsfunktion ist in Abbildung 1.1 dargestellt.

15/1% ] I,_lﬁ.
4/16:
11/16 —| 7——:
(0 fir u<0 :
& fir 0<u<1 6/165
Fuo(u) = %—5? ﬁ:;:r 1<u<? 5/16 — T_}
16 fir 2<u<3 4/16!
B fir 3<u<4 1/16, 54—
1 fir u>4 T ‘ ‘ ‘
-2 0 2 4 6

Abbildung 1.1: Verteilungsfunktion fiir die Anzahl an Kopf-
wiirfen im vierfachen Miinzwurf
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Im vorherigen Beispiel haben wir gesehen, dass sich dort die Werte der Verteilungsfunktion durch
das Aufsummieren der Einzelwahrscheinlichkeiten ergeben haben. Diese Eigenschaft spezifiziert eine
wichtige Gruppe von Zufallsvariablen:

Definition 1.19 Es sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit abzidhlbarem Wertebereich W (X). X
heiBt diskret verteilt, wenn sich mit fx(x) = P(X = x) die Verteilungsfunktion Fx(u) schreiben
lasst als

Fx(u) = > fxl) firalleweR
{zeW (X)|z<u}

Man nennt fx die Dichtefunktion von X.

Satz 1.20 Essei X eine diskrete Zufallsvariable mit abzdhlbarem Wertebereich W (X ) = {x; | i € I}
(d.h. I ist abzihlbar). Dann besitzt die Dichtefunktion die folgenen Eigenschaften:

>0 firzeW(X)
=0 sonst

(3) Fx(x) = P(X =) = {

(b)) > fx(z:)=)> P(X=uz)=PQ)=1

i€l il

Bemerkungen 1.21  (a) Ublicherweise gibt man fiir eine diskrete Zufallsvariable Wertebereich und
Dichtefunktion so an, dass fiir alle x € W(X) gilt fx(z) > 0. Wie Satz 1.20(a) zeigt, ist
dies aber nicht unbedingt notwendig. Manchmal ist es einfacher einen gréBeren Wertebereich
anzugeben und in Kauf zu nehmen, dass die Dichtefunktion fiir einige Elemente den Wert Null
annimmt.

(b) Jede Funktion f, die die Eigenschaften aus Satz 1.20 besitzt, ist eine Dichtefunktion. D.h.
besitzt eine Funktion f diese Eigenschaften, so ldsst sich eine Zufallsvariable finden, fiir die f
die zugehérige Dichtefunktion ist.

Die eben gewonnenen Einsichten werden wir an einem weiteren Beispiel veranschaulichen:

Beispiel 1.22 (Augensumme zweier Wiirfel) Wir betrachten folgendes Zufallsexperiment: Wir wiirfeln
mit zwei sechsseitigen Wiirfeln und notieren dann jeweils die Augensumme.

Als Modell benutzen wir den Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit

1
Q= {w = (w17w2) | w1, w2 € {172737475?6}}7 A= P<Q)7 P({w}) = %
Als Zufallsvariable X auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum haben wir dann fiir unser Zufallsexperiment:

X :{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6} — N

X((wl,wg)) — w1 + woy

Um die Verteilung der Zufallsvariablen X angeben X H 1 ‘ 2 ‘ 3‘ 4 ‘ 5 ‘ 6
zu kénnen, bendtigen wir zundchst den Wertebereich 112|345 6)|7
W(X). In diesem Beispiel ermitteln wir W (X) durch 2(|3(4|5/ 6| 7|8
Erstellen einer Tabelle, in der alle méglichen Kombina- 314|5|6|7)|8]|29
tionen, die beim Werfen zweier Wiirfel auftreten kénnen, 4 1516|7| 8| 9] 10
sowie die daraus resultierenden Augensummen erfasst 516|7|8| 9|10 11
werden. 6 |718|9|10]| 11| 12
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Hieraus ergibt sich fiir den Wertebereich W (X) = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}.

Mit Hilfe der Tabelle kénnen wir ebenfalls bestimmen, wie oft und bei welchen Wurfkombinationen
die méglichen Augensummen vorkommen. Insgesamt gibt es 36 verschiedene Wurfméglichkeiten und
Jjede ist gleich wahrscheinlich; d.h. die Wahrscheinlichkeit betragt jeweils %. Daraus kénnen wir sofort

eine Tabelle fiir die Verteilung bzw. fiir die Dichtefunktion erstellen:

uw | 2|3]4|5]|6|7]8]|9]10]11]12
_ 1 23| 45 6|5 4 2 | 1
PX=u) 5|5 5% %]%|%] %% 5% | 36
0 u<?2
1
Eine graphische Darstellung der Verteilung erfolgt ? 2su<3
mit Hilfe eines Stabdiagramms und ist im linken % 3su<d
Bild in Abbildung 1.2 zu sehen. 3 dSu<O
. . ) % 5 <u<6
Zu der Verteilung kénnen wir nun auch noch die B og<y<r
Verteilungsfunktion Fx(u) angeben. Dazu bilden Fx(u) ﬁ 7 ; u<8
wir die kumulierten Wahrscheinlichkeiten der Ver- % g ; w<9
teilung und erhalten die rechts stehende Funktion. s
Die graphische Darstellung der Verteilungsfunktion 38 10<u<ll
. . . . 36 —
ist im rechten Bild der Abbildung 1.2 zu sehen. % 11<u<12
1 12<u
1.0 1.0 L
08 | 0.8 °7
06 06 R
= 0.4 - i 0.4 4 T
0.2 — 0.2 0707
} ‘ ! ‘ T ‘ T ‘ ! ‘ } ﬁoj\ T T T T

Abbildung 1.2: Verteilung und Verteilungsfunktion der Augensumme beim Wurf zweier Wiirfel

1.3 Erwartungswerte

Aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht kennt man eine Zufallsvariable, wenn man ihre Verteilung
kennt. Wahrscheinlichkeitstheoretisch relevante GrdBen fiir Zufallsvariablen sind solche, die sich allein
iiber deren Verteilung ausdriicken. Betrachten wir das Beispiel des n-fachen Miinzwurfes. Wollen wir
beispielsweise iiberpriifen, ob die Miinze, die wir benutzen, fair ist, so sind wir daran interessiert, wie
viele Kopfwiirfe wir im Mittel bei einer fairen Miinze zu erwarten hatten. Ist eine solche theoretische
Grole bekannt, kann man eine Versuchsreihe durchfiihren und das hieraus errechnete arithmetische
Mittel mit dem theoretischen Wert vergleichen. Die Beantwortung dieses Problems fiihrt zu einer
GroRe, die iiber die Verteilung der Zufallsvariable definiert ist. (Eine Entscheidungsregel, wann man

die Miinze als fair bezeichnet und wann nicht, hat man damit allerdings noch nicht.)

Allgemein definieren wir:
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Definition 1.23 Es sei X eine diskrete Zufallsvariable mit abzdhlbarem Wertebereich W (X) =
{zili € I} und es gelte ), .;x; - P(X = x;) < oo. Der Erwartungswert von X ist definiert
als
B(X):=> x;- P(X = z).

i€l
Bemerkung 1.24 Der Erwartungswert einer Zufallsvariable ist ein theoretischer Wert, den man im
Mittel erhalt, wenn man unendlich viele unabhingige Durchfiihrungen des Zufallsexperimentes vor-
nimmt. Fiir eine diskrete Zufallsvariable mit endlichem Wertebereich lasst sich der Erwartungswert
jedoch auch als eine Art Ausgleichspunkt sehen.

Betrachten wir z.B. eine Zufallsvariable X mit
W(X) = {0,1,2,4} und P(X = 0) = 0,5,

P(X =1)=0,25, P(X =2) = 0,05 und P(X =

4) = 0,2. Dann ergibt sich als Erwartungswert
E(X)=0-0,5+1-0,254+2-0,05+4-0,2 = 1,15. , - l :
Dies ist genau der Punkt, den man unterstiitzen 0 A 2 3 4

miisste damit der Zahlenstrahl ausbalanciert ware,

wenn man die Wahrscheinlichkeiten als Gewichte

an den entsprechenden Stellen platziert. Abbildung 1.3: Erwartungswertwaage

Der Erwartungswert macht keine Aussage dariiber, wie nah die einzelnen Werte der Zufallsvariable an
diesem liegen. Dies veranschaulicht das nichste Beispiel.

Beispiel 1.25 (Streuung) Es seien X und Y Zufallsvariablen auf Q@ mit Wertebereich W (X) =
W(Y) ={1,2,3} mit den folgenden Verteilungen:

Fiir die Erwartungswerte der beiden Zufallsvariablen ergibt sich:
1
B(X)=1-3+2:0+3
1 2
E(Y)=1--+42.2+3.
(Y) sT23+
X und Y sind also zwei Zufallsvariablen mit gleichem Wertebereich und gleichem Erwartungswert
jedoch unterschiedlicher Verteilung. So liegt fiir X die gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse symmetrisch
links und rechts um den Erwartungswert, wahrend fiir Y insgesamt % der Wahrscheinlichkeitsmasse

im Erwartungswert selbst liegen und jeweils % links und rechts davon. Es ist also zu erwarten, dass
die Werte von 'Y im Mittel ndher am Erwartungswert liegen als die von X .

Aus diesem Grund fiihrt man eine weitere GroBere ein, die ein MaR fiir die Abweichung der Werte
einer Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert darstellt.

Definition 1.26 Es sei X eine Zufallsvariable mit E(X?) < oo. Die Varianz V(X)) wird definiert
durch
V(X):=E((X - E(X))?).

Die Standardabweichung SD(X) von X ist definiert als
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Die Varianz misst also die erwartete (oder auch die mittlere) quadratische Abweichung der Werte vom
Erwartungswert. Zur Berechnung der Varianz bendtigen wir den folgenden allgemeingiiltigen Satz iiber
die Berechnung von Erwartungwerten sogenannter transformierter Zufallsvariablen.

Satz 1.27 Es sei X eine diskrete Zufallsvariable mit abzdhlbarem Wertebereich W (X ) = {x;|i € I}
und es gelte ), ;x; - P(X = ;) < co. Ferner sei g : W(X) — R eine reellwertige Funktion. Gilt
auBerdem ), |g(x;)| - P(X = x;) < oo, dann ist
E(9(X)) =Y g(w:) - P(X = z;).
el
Wir benutzen die Aussage dieses Satzes, um fiir die beiden Zufallsvariablen aus Beispiel 1.25 Varianz
und Standardabweichung zu ermitteln.

Beispiel 1.28 Fiir die Zufallsvariablen X undY aus Beispiel 1.25 ergibt sich mit E(X) = E(Y) = 2
und Satz 1.27

VIX)=E(X-2*)=(1-2%-4+(2-2%0+3-22%-=1
SD(X) = /V(X) =

V) =B((Y ~2) = (1 -2+ (22 k(-2 =
SD(Y) =+/V(Y) ~ 0.5774

Die unterschiedlichen Werte fiir die Varianz bzw. fiir die Standardabweichung zeigen die unterschied-
lichen Streuungen der jeweiligen Zufallsvariablen auf. Je kleiner der Wert, desto enger liegt die Wahr-
scheinlichkeitsmasse um den Erwartungswert.

Satz 1.27 lasst sich nicht nur zur Berechnung der Varianz verwenden, sondern auch in folgenden
Zusammenhangen:

Beispiel 1.29 Wir wiirfeln mit einem sechseitigen Wiirfel, der auf jeder Seite eine der Zahlen —3, —2,
—1,1,2,3 tragt.

(a) Die Zufallsvariable X beschreibe die gewiirfelte Zahl. Dann ist W(X) = {-3,-2,—1,1,2,3}
und wir erhalten fiir den Erwartungswert

. . 1 1
B(X)= ) jP(X=j)=-3 -2 ;-1 o+l 42 c+3 =0
JEW(X)

(b) Die Zufallsvariable Y beschreibe nun nicht die gewiirfelte Zahl, sondern ihr Quadrat. Dann
kénnen wir den Erwartungswert auf zwei verschiedene Arten berechnen:
(i) Es gilt W(Y) = {1,4,9}, sowie P(Y = j%) = P(Y = —j) + P(Y = j) = % fiir alle
§2 € W(Y). Auf die herkémmliche Weise erhalten wir

1 1 1 14
E(Y) = Z joPY=j)=1--+44-—+9.-=—.

) 3 3 3 3
JEW(Y)

(i) Zum anderen haben wir Y = X?2. Bezogen auf Satz 1.27 ist Y = g(X), wobei g die
Quadratfunktion ist. Mit Hilfe des Satzes berechnet sich der Erwartungswert von'Y als

JEW(X)
- 23: L, 1 94441414449 28 14
N 6T 6 ~6 3

§#0,j==3
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In Satz 1.27 wurde bereits die Berechnung des Erwartungswertes von Zufallsvariablen der Form g(X)
mit g : W(X) — R angegeben. Eine spezielle Form solcher Transformationen ist die lineare Trans-
formation. Man spricht davon, dass die diskrete Zufallsvariable Y eine lineare Tansformation der
Zufallsvariablen X ist, wenn es a,b € R gibt, so dass Y = aX + b gilt. Fiir Zufallsvariablen dieser
Art lassen sich aus Satz 1.27 Rechenregeln fiir den Erwartungswert und die Varianz herleiten.

Satz 1.30 Esseien X undY diskrete Zufallsvariablen mit Erwartungswerten E(X) und E(Y') sowie
a,b € R. Dann gilt

(a) E(aX +b)=a-E(X)+b
(b) E(X+Y)=EX)+ E(®Y)
Beweis:

(a) Um das Vorgehen im Beweis deutlich zu machen, gehen wir hier von einem endlichen Wertebe-
reich W(X) = {z1,...,x,} aus. Fiir abzdhlbar unendliche Wertebereiche muss man die Regeln
fiir die Reihenkonvergenz beachten.

E(@X +b) S S ag, 45 P(X = 2y)
i=1
= a Zazz P(X:xi)—i—b'ZP(X—xl)
i=1 i=1
—E(X) =1
= aB(X)+b

(b) Die Rechenregel zur Bestimmung des Erwartungswertes der Summe zweier Zufallsvariablen
lassen wir an dieser Stelle unbewiesen.

Neben der Rechenregel fiir die Varianz linearer Transformationen enthalt der nachfolgende Satz auch
eine allgemeine Rechenregel zur Bestimmung der Varianz. Manchmal l3sst sich die Varianz unter
Verwendung dieser Formel leichter berechnen als unter Verwendung der Definition der Varianz.

Satz 1.31 Esseien X und Y diskrete Zufallsvariablen mit E(X?) < oo und E(Y?) < co. Dann gilt
mit a,b € R:

(a) V(X) = E(X?) - BE(X)?

(b) V(aX +b) = a®V(X)

Beweis:
(a) V(X) = E((X - B(X))’) = E(X* -2 X - B(X) + E(X)?)
(atz130)  pix2) _ 9. B(X)? + B(X)?
= E(X?) - E(X)?
(b) V(aX +b) = E((aX +b— E(aX +))?)
(2213 b (0X +b - aB(X) - b)2)
= E (a*- E(X))?)
(Satz:1.30)

B < X)) =
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Ebenso wie sich Datenreihen standardisieren lassen, so lassen sich auch Zufallsvariablen standardisie-
ren.

Definition 1.32 Es sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Erwartungswert E(X) < oo und Varianz
V(X) < co. Dann bezeichnet
5. X-EX)
SD(X)
die zugehdrige standardisierte Zufallsvariable. Den Vorgang nennt man Standardisierung der
Zufallsvariable.

Bemerkung 1.33 Fiir eine standardisierte Zufallsvariable X gilt
E(X)=0und V(X)=1.

Beweis: Ubungsaufgabe

1.4 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

In Satz 1.30 haben wir gesehen, dass fiir zwei diskrete Zufallsvariablen stets E(X+Y) = E(X)+E(Y)
gilt. Nun dringt sich die Frage auf, ob eine solche Regel auch fiir das Produkt gilt, also ob

E(XY)=E(X)-E(Y)?

Wir werden sehen, dass dies nur unter bestimmten Bedingungen erfiillt ist, namlich dann, wenn X
und Y unabhingig verteilt sind. Hierfiir sind zunachst einige weitere Betrachtungen notwendig.

Beispiel 1.34 Eine Urne enthalt acht Kugeln, die mit den Zahlen 0, 1, 2 und 3 beschriftet sind.

Zusatzlich ist die Halfte der Kugeln rot und die andere weils.

D O ® Es wird eine Kugel entnommen. Die Zufallsvariable X1 beschreibe die Anzahl der
® 20D

K )

Die Wahrscheinlichkeiten fiir das Ziehungsergebnis, also die méglichen Werte von X1 und X5, lassen

gezogenen roten Kugeln, d.h. X1 = 1 fiir “rot” und X1 = 0 fiir “weil”. Fiir die
gezogene Zahl verwenden wir eine zweite Zufallsvariable Xs.

sich in einer Tabelle der sogenannten gemeinsamen Verteilung P(X; = k, Xy = j) = P{X; =
k} N{Xs = j}) darstellen, die die Wahrscheinlichkeit dafiir beschreibt, dass gleichzeitig von X der
Wert k (k € W(X1) = {0,1}) und von Xy der Wert j (j € W(X2) = {0,1,2,3}) angenommen
wird.

P(X1 =k, Xy =)

. |k =0 (weiB) 3 i 3 0
! k=1 (rot) 0 i 1 i

Im vorherigen Beispiel haben wir uns Wahrscheinlichkeiten angesehen, mit denen Paare moglicher Wer-
te der beiden Zufallsvariablen angenommen werden. Dies fiihrt uns zu einer weiteren Begrifflichkeit.
Wir definieren allgemein:

Definition 1.35 Es sei (2, P, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum sowie X1, ..., X, Zufalls-
variablen auf (2, P, P) mit eventuell verschiedenen Wertebereichen W1, ..., W,. Dann lassen sich
diese Zufallsvariablen zu einer Zufallsvariable X mit Wertebereich W = W1 x ... x W, zusammen-
fassen. Dafiir setzt man X (w) = (X1(w),...,Xn(w)). Die Verteilung von X nennt man die ge-
meinsame Verteilung von X1, ..., X,,. Sie ist durch die Angabe aller Wahrscheinlichkeiten P(X; =
Tl ..o, Xy =xp) mit (x1,...,2,) € W bestimmt.
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Wenn wir uns die Wahrscheinlichkeiten aus der Tabelle in Beispiel 1.34 ansehen, dann erkennen wir
weitere Zusammenhange.

Beispiel 1.36 Offensichtlich kann man aus der gemeinsamen Verteilung von X, und Xo aus Beispiel
1.34 auch die einzelnen Verteilungen von X1 und Xs ableiten. So ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass eine rote Kugel gezogen wird, die Summe der Wahrscheinlichkeiten, dass eine rote “0”, eine rote
“1", eine rote "2" oder eine rote “3" gezogen wird. Dies ist wiederum nichts anderes als die Summe
der letzten Zeile. Das gleiche gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, keine rote Kugel zu ziehen. Neben den
Zeilen kann man diese Beobachtung auch fiir die Spalten tatigen. Die Spaltensummen geben jeweils
die Wahrscheinlichkeiten dafiir an, dass eine ‘0", eine “1", eine “2" oder eine “3" gezogen wird. Die so

ermittelten Verteilungen heiBen Randverteilungen und werden ebenfalls in die Tabelle integriert.

. Xo
P(X) =k, Xy =) j=0]i=1]j=2]j=3 P(X; =k)
x k=0 (weiB) z i ! 0 1
" k=1 (rot) 0 ! 1 I L
L Poe=5) [ s [ &1 & [ s 1t |

Die Summe der letzten Zeile und der letzten Spalte ergibt jeweils 1. Dies wird auch in der Tabelle
notiert.

Definition 1.37 Die sogenannten Randverteilungen der diskreten Zufallsvariablen X1 und X5 mit
Wertebereichen W (X1) und W (X3) sind definiert durch

(a) P(X1=k)= > PXi=kX;=j)
JEW (X2)

(b) P(Xa=j)= Y PXi=kXo=})
keW (X1)

Beispiel 1.38 In den beiden folgenden Beispielen wird jeweils ein Gliicksrad mit vier Ergebnismég-
lichkeiten einmal gedreht. Die Zufallsvariable X gibt die gedrehte Zahl im 4uBeren Ring und die
Zufallsvariable Y die gedrehte Zahl im inneren Ring an.

(a) Gliicksrad 1:

Dann haben wir die Wertebereiche W (X) = {0,20} und W(Y') =
{0,10} sowie die folgende Verteilung:

ﬁm P(X =kY =j) |— Y. P(X =k)

20 0 X

NI O [Nol—
= ([Nl

e

—

Il

.

~—
DN ||
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(b) Gliicksrad 2:

Dann haben wir die Wertebereiche W (X) = {50,100} und
W(Y) = {2,10} sowie die folgende Verteilung:

ﬁm P(X =k, Y =) j:2\yj:1o P(X = k)

NIEY —— 1

k = 50 I 1 1

50 100 X = —10 g § ;
L opr=p [ 5[ 5 [ v |

Wie wir am Beispiel der beiden Gliicksrader gesehen haben, lassen sich aus der gemeinsamen Verteilung
immer die Randverteilungen ableiten. Anders herum funktioniert dies nur in ganz bestimmten Fallen.

Definition 1.39 Essei (Q2, P, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Zufallsvariablen (X;),.;.
X; : Q — W; heien stochastisch unabhingig verteilt, wenn fiir jede Wahl von A; C W; die
Ereignisse {w; : X;(w;) € A;}, © € I unabhangig sind.

Ohne Beweis haben wir den folgenden Satz:

Satz 1.40 Esseien X1, ..., X, diskrete Zufallsvariablen mit Verteilungen P(X; = z;) (i=1,...,n)

und gemeinsamer Verteilung P(X1 = x1,...,X,, = x,). Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, sind genau
dann stochastisch unabhangig verteilt, wenn fiir alle (x1,...,z,) € W1 x ... x W, gilt
P(X1 :iL'l,...,Xn:l‘n) :P(X1 :fL‘l)P(Xn::L‘n)

n Ereignisse sind also stochastisch unabhingig, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass alle n Ereignisse

eintreten, gleich dem Produkt ihrer Einzelwahrscheinlichkeiten ist.

Beispiel 1.41 Die Zufallsvariablen aus Beispiel 1.38(a) sind nicht unabhangig, denn es gilt z.B.

P(X:O,Y:lo):%;éf %; P(X = 0)- P(Y = 10).

Hingegen sind die beiden Zufallsvariablen aus Beispiel 1.38(b) unabhéngig, denn es gilt fiir alle k €
W(X) und alle j € W(Y)

—

1
PX=kY=j)=-=--=
Mit Hilfe der gemeinsamen Verteilung ldsst sich auch der Erwartungswert bestimmter Transformatio-

=P(X =k)-P(Y = 7).

N

nen aus zwei Zufallsvariablen berechnen.

Satz 1.42 Es seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen und weiter sei h eine Abbildung mit
h:W(X)xW()— R. Dann gilt

E(h(X,Y)) = > h(zi, y;)P(X = 2;,Y = y;)
(z4,y; ) EW(X)xW(Y)

= Y Y hmw)P(X =a,Y =)

T, €W(X) y, eW(Y)
= Z Z ha:z,y] X =x;,Y =yj)
Y EW(Y) 2 eW (X
D.h. fiir Zufallsvariablen mit endlichen Wertebere/chen, also W(X) = {z1,...,zp,} und W(Y) =
{y1,---,ym}, gilt

=D h(wi,y)P(X = 2;,Y =y;).

i=1 j=1
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Nach wie vor beschéftigt uns die Frage, ob fiir die Erwartungswerte E(X) und E(Y) zweier diskreter
Zufallsvariablen X und Y stets E(XY) = E(X) - E(Y) gilt oder ob dies nur unter bestimmten
Bedingungen erfiillt ist. Wir haben den Begriff der stochastischen Unabhangigkeit kennengelernt und

tiberpriifen nun an unserem Beispiel mit den Gliicksradern, welche Auswirkungen dies auf die uns

interessierende Gleichung hat.

Beispiel 1.43 Wir betrachten Beispiel 1.38 und wenden Satz 1.42 an, um jeweils E(XY") zu berech-
nen. In diesem Fall ist dann h(x;,y;) = ; - y;. Wir erhalten folgende Erwartungswerte:

(a) Gliicksrad 1:

0--+20 10

1 1
2 2

0 1+10 1 _

2 2
0-0-P(X=0,Y=0)+0-10- P(X =0,Y = 10)
+20-0-P(X =20,Y =0)+20-10- P(X =20,Y = 10)
1 1
0-0-0+0-10-§+20-0-5+20-10-0
0

Somit ist fiir die nicht unabhangig verteilten Zufallsvariablen X und Y

(b) Gliicksrad 2:

E(XY)=0#50=10-5= E(X)-E(Y).

50 1+100 1—75
2 2

2 1+10 1—6
2 2

50-2- P(X =50,Y =2)+50-10- P(X = 50,Y = 10)

+100-2- P(X =100,Y =2) +100- 10 - P(X = 100,Y = 10)
1 1 1 1

502 745010 - +100-2- 2 +100-10- ¢

4 4
25 4125 + 50 + 250 = 450

Somit ist fiir die unabhangig verteilten Zufallsvariablen X und'Y

E(XY)=450="75-6 = E(X) - E(Y).

Dass die Rechenregel fiir den Erwartungswert des Produkts zweier Zufallsvariablen ausschlieRlich fiir

unabhiangig verteilte Zufallsvariablen gilt, besagt der folgende Satz.

Satz 1.44 Es seien X und Y unabhingig verteilte, diskrete Zufallsvariablen mit E(|X|) < oo und

E(]Y]) < co. Dann gilt

E(|XY|)<oo und E(XY)=E(X)-E(Y).
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Beweis: Es seien x; (¢ € I) und y; (j € J) die von X und Y angenommenen Werte. Dann gilt
(aufgrund der Nichtnegativitat aller Terme):

E(XY]) = > l|myl P(X =,Y =y;)
(i.)€lxJ
= 3 il lyil - PX =) - P(Y =)
i€l jeJ
= (Z‘xJ -P(X = %)) : Z|?JJ| -P(Y =y;)
iel J€j
= E(X])-E(IY))

Da E(|X]|) < oo und E(]Y|) < oo, ist auch E(|XY|) < oo. Aus der gleichen Rechnung ohne
Betragsstriche folgt dann auch E(XY) = E(X) - E(Y).

1.5 Kovarianz

Wir haben bereits die Varianz als MaR fiir die Abweichung der Werte einer Zufallsvariablen von ihrem
Erwartungswert kennengelernt. Um den Zusammenhang zwischen zwei Zufallsvariablen beurteilen zu

konnen, bendtigen wir eine neue Kenngrole.

Definition 1.45 Es seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit E(X?) < oo und E(Y?) < oo.
Dann wird die Kovarianz zwischen X und 'Y definiert durch

Cou(X,Y) = B((X — E(X))(Y — E(Y)).
Bemerkung 1.46 Die Werte der Kovarianz sind wie folgt zu interpretieren:

(a) Die Kovarianz ist positiv, wenn hohe (niedrige) Werte von X mit hohen (niedrigen) Werten von
Y einhergehen.

(b) Die Kovarianz ist negativ, wenn hohe (niedrige) Werte von X mit niedrigen (hohen) Werten
von'Y einhergehen.

(c) Die Kovarianz ist null, wenn kein monotoner Zusammenhang zwischen X undY besteht.





